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Abstract 

We define a category whose objects are finite étale coverings of an 
algebraic stack and prove that it is a Galois category and that it allows 
one to compute the fundamental group of the stack. 

We then prove a Van Kampen theorem for algebraic stacks whose 
simplest form reads: Let U and V be open substacks of an algebraic 
stack X with X = U U V , let P he a set of base points, at least one 
in each connected component of X, U, V and U nV, then there is a 
cocartesian square of fundamental progroupoids 



TTiiUnV, P) ^ni{U, P) 



7ri(y, P) ^7ri(X, P). 



Introduction 

Le groupe fondamental d'un espace topologique (semi-localement simple- 
ment connexe) peut se définir de deux manières : à l'aide de chemins tracés 
sur cet espace ou à l'aide de ses revêtements. Cette deuxième définition se 
généralise aisément aux schémas : la catégorie des revêtements finis d'un 
schéma X, «.e., la catégorie dont les objets sont les morphismes étales finis 
Y — ^X et dont les morphismes (Y — ^X) — ^{Y' — ^X) sont les diagrammes 
commutatifs 

Y ^Y' 




1 



est galoisienne, i.e., équivalente à la catégorie des ensembles finis munis d'une 
action continue d'un certain groupe profini, uniquement déterminé (à isomor- 
phisme non unique près) ; c'est ce groupe que l'on définit comme le groupe 
fondamental profini du schéma X. 

Nous nous intéressons à la généralisation de ces résultats aux champs 
algébriques [LM, V], qui apparaissent par exemple dans l'étude des espaces 
de modules de courbes : on peut les voir comme des « objets géométriques 
» qui « ressemblent localement », pour la topologie étale, à des quotients 
de schémas par des groupes finis, ou comme des analogues algébriques des 
orbifolds [T, MP]. On peut définir le groupe fondamental d'un champ al- 
gébrique à l'aide de schémas simpliciaux [O, F] où à l'aide de faisceaux étales 
localement constants finis [L, Mi, Z2] qui jouent le rôle des revêtements. 
Une définition du groupe fondamental d'un champ algébrique à l'aide d'une 
catégorie de revêtements est problématique, car les champs algébriques ne 
forment pas tant une catégorie qu'une 2-catégorie. Nous montrons comment 
définir cette 1-catégorie de revêtements (définitions 2.3, 3.1) et montrons 
qu'elle est galoisienne et équivalente à la catégorie des faisceaux étales locale- 
ment constants finis (théorème 3.2) : elle permet donc de calculer le groupe 
fondamental d'un champ. 

Nous nous intéressons ensuite à l'un des moyens de calculer des groupes 
fondamentaux : le théorème de Van Kampen. Sous sa forme classique, il 
permet de calculer le groupe fondamental d'une réunion U UV, connaissant 
celui des morceaux U, V et de leur intersection U DV, sous réserve tout 
soit connexe. Il peut aussi se formuler en termes de groupoïdes [B], ce qui 
permet de se libérer des hypothèses de connexité. Le théorème de Van Kam- 
pen est déjà connu pour les orbifolds : il est par exemple démontré par [H] 
à l'aide d'espaces classifiants ou par [P, 4.13] à l'aide de la propriété uni- 
verselle définissant le groupoïde fondamental. Quant-à nous, c'est à l'aide de 
la théorie de la descente [G] que nous établirons un théorème de Van Kam- 
pen pour le groupoïde fondamental d'un champs algébrique, et retrouverons 
donc le résultat pour les orbifolds (théorème 5.1). 

Voici maintenant le plan de ce travail. 

Dans une première section, nous rappelons la définition du groupe fon- 
damental d'un champ algébrique à l'aide de faisceaux étales localement con- 
stants finis [L, Ml, Z2, Zi]. 

Dans une seconde section, nous considérons une 2-catégorie C et un ob- 
jet X e OhC et nous définissons la 2-catégorie C/X des objets de C au 
dessus de X. puis la 1-catégorie associée ; nous montrons que ces notions se 
comportent « bien » vis-à-vis des produits fibrés. 

Dans une troisième section, nous utilisons ces constructions pour définir 
la 2-catégorie des revêtements étales finis d'un champ algébrique X, comme 
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une sous-catégorie pleine de la 2-catégorie Cfjoxnps/X des champs au dessus 
de X, puis montrons que la 1-catégorie associée est équivalente à la catégorie 
des faisceaux étales localement constants finis sur X : elle permet de calculer 
le groupe fondamental. 

Dans une quatrième section, nous énonçons un théorème de Van Kampen 
pour le calcul du groupoïde fondamental d'un topos dans lequel on a choisi 
des points-base et le démontrons à l'aide du théorème de Van Kampen « 
usuel » exprimé en termes de données de descente. 

Dans une cinquième et dernière section, nous appliquons ce théorème au 
cas des champs algébriques. 

1 Groupoïde fondamental d'un champ 
algébrique 

Nous rappelons brièvement les résultats de [L] et [Zi, Z2] définissant le 
progroupoïde fondamental d'un topos localement connexe, en particulier du 
topos des faisceaux étales sur un champ algébrique, à partir de la sous- 
catégorie des objets localement constants, qui est équivalente au topos clas- 
sifiant d'un progroupoïde. 

Notations 1.1. — Si ^ est un topos, nous noterons son objet initial et * 
son objet final. 

Définition 1.2. — Un objet X d'un topos S' est connexe si pour tout 
isomorphisme X ~ ^4 II i?, on a A ~ ~ 0. 

Définition 1.3. — Un topos est localement connexe s'il est engendré par 

ses objets connexes ou, ce qui revient au même, si le fondeur objet constant 



(où (Bns désigne la catégorie des ensembles) possède un adjoint à gauche, 
noté TT et appelé Joncteur « composantes connexes ». 

Définition 1.4. — Un objet F d'un topos ^ est trivialisé par un objet U 
si sa restriction F\u — {F x U — ^U) est un objet constant de ^/U. 




7^ = ]J* 
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Définition 1.5. — Un objet F d'un topos ^ est localement constant s'il 
existe un crible R couvrant l'objet final * tel que tous les objets connexes de R 
trivialisent F. 

Définition 1.6. — Un point d'un topos est un morphisme de topos 
depuis le topos ponctuel (la catérorie des ensembles), i.e., Êns — 

Les points d'un topos ^ et leurs isomorphismes forment un groupoïde 
que nous noterons jointe 

Si G est un groupoïde, nous noterons son topos classifiant, i.e., la 
catégorie des préfaisceaux sur le groupoïde opposé à G. Par exemple, si G 
est un groupe, Q3G est la catégorie des ensembles munis d'une action de G k 
gauche. 

Théorème 1.7. — Soit ^ un topos localement connexe. 

Pour tout crible R couvrant l'objet final * de ^ , la sous-catégorie 
pleine LC{^, R) des objets localement constants trivialisés par les 
objets connexes de R est équivalente au topos classifiant du groupoïde 
^Joints LC(^, R) des points de LC(^, R). 

La sous-catégorie pleine SLC des somme disjointes d'objets 
localement constants de ^ est un topos qui s'identifie à la 2-limite 
projective des topos classifiants de groupoïdes LC(^, R), 

SLC^ = 2-limLC(J^, R). 
ReJ{*) 

Démonstration : Voir [L]. □ 

Définition 1.8. — Un point-base d'un topos localement connexe ^ est un 
morphisme de topos <Bns — ^SLC^. 

Remarque 1.9. — Un point-base de ^ définit une composante connexe de 
SLC .'T et même de LC{,^, R) : on peut le démontrer comme suit. D'après 
[Zi, 1. 1.11. a], les composantes connexes de SLC sont exactement celles de 
LC(^,i?). Or, d'après [L, 3.2.8], 

LC(^, R)^^ «Points LC(^, R), 

où *B joints LC(^, R) désigne le topos classifiant du groupoïde des points 
de LC(^, R). Donc un point de SLC 3^ définit un point de LC(^, R) 

6ns^SLC^^LC(^, R), 
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i.e., un objet du groupoïde joints LC{^, R), donc une composante connexe 
de ce groupoïde. donc une composante connexe de son topos classifiant. 

Un choix de points-bases P = {pi : Ên5 — SLC avec au moins 

un point-base dans chaque composante de SLC permet de définir des 
groupoïdes 7ri(<^, R, P), dont l'ensemble des objets est P, et des équivalences 
LC(^, i?) Ri 05 7ri(^, R, P). On a donc 

03 " lim" 7ri(J^, R, P) := 2-hm 03 7ri(^, R, P) ^ SLC £r. 
ReJ(*) ReJ(*) 

Nous dirons que 7Ti{£^, P) = 2-lim 7ri(^, i?, P) est le progroupoïde fon- 
damental de ^. 

Notations 1.10. — Par champ algébrique, nous entendrons toujours « 
champ de Deligne-Mumford » [DM, LM, V]. Les champs algébriques forment 
une 2-catégorie €f)CanpS dont les 2-morphismes sont des isomorphismes. 

Définition 1.11. — Le site étale X^i d'un champ algébrique X a pour ob- 
jets les morphismes étales f : T — ^X , où T est un schéma, pour morphismes 
f^f les couples {cp : T ^T' , a : f^p^f) 




et pour familles couvrantes les familles épimorphiques. 

Lemme 1.12. — Soit X un champ algébrique. Considérons le site X'-,^, 
dont les objets sont les morphismes étales f : T — ^ X , où T est un champ 
algébrique, dont les morphismes sont les couples {(p : T — ^T", a : /V — ^/) 
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modulo la relation d'équivalence 



{(f, a) ~ {(p\ a') 



3P 




3/3 : (p — ^(p' tel que 



et dont les familles couvrantes sont les familles épimorphiques. 
Les topos &i) X^i et &i) X^^ sont équivalents. 

Démonstration : On a un foncteur pleinement fidèle X^t — ^-^éf topologie 
sur est la trace de celle sur X'^^ et tout objet de X' peut être recouvert 
par des objets de : d'après le lemme de comparaison [SGA4, III 4.1], on 
a donc une équivalence de catégories 



□ 



Théorème 1.13. — Le topos des faisceaux étales sur un champ al- 
gébrique X est localement connexe ; on définit alors 



7ri(X) =7ri SLC6f) Xét- 



Démonstration : Voir [Zi 



□ 



Remarque 1.14. — Ces résultats ont des analogues profinis. Soit ^ un 
topos localement connexe. 

Un objet localement constant F est dit localement constant fini si 
pour tout objet U trivialisant F, la restriction F\if = {F x U — ^ U) est 
un objet constant fini de ^ /U, i.e., une somme disjointe finie de copies de 
l'objet final de ^/C/. 

La sous-catégorie pleine SLCF ^ des sommes disjointes d'objets locale- 
ment constants finis est équivalente au topos classifiant d'un groupoïde profini. 

Un point-base profini de ^ est un morphisme de topos Êns — ^SLCF 

Si P est un ensemble de points-bases profinis de au moins un dans 
chaque composante connexe de SLCF on définit le groupoïde fonda- 
mental profini de ^ comme 

7ri(^, P) = 7ri(SLCF^, P). 
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On a alors SLCF 3" ^ <B7ri(SLCF ^, P). 



2 Interlude sur les 2-catégories 

On peut définir le groupe fondamental (profini) d'un schéma X à l'aide 
de faisceaux localement constants finis ou à l'aide de revêtements étales, i. e., 
de morphismes étales et finis vers X. Cette seconde description du groupe 
fondamental ne s'étend pas immédiatement au cas où X est un champ al- 
gébrique : en effet, les morphismes étales finis Y — ^X ne forment pas une 
catégorie mais sont des 1-morphismes dans une 2-catégorie — comment en 
faire une catégorie ? 

Étant donnés une 2-catégorie €. et un objet X de £, nous allons donner 
une définition de la 2-catégorie <L/X des objets au dessus de X et de la 
catégorie €at(€/X) associée à cette 2-catégorie, de sorte que la notion de 
2-produit fibré au dessus de X se transforme d'abord en 2-produit puis en 
produit. Nous utiliserons ces notions pour construire une 2-catégorie -Dtet) X 
puis une catégorie (Tat îHetJ X dont les objets sont les revêtements du champ 
algébrique X et montrerons qu'elle est équivalente à la catégorie LCF ©f) X 
des faisceaux étales localement constants finis sur X. 

Définition 2.1. — La catégorie Cot C associée à une 2-catégorie C a pour 
objets les objets de C et pour morphismes les classes d'isomorphisme de 1- 
morphismes de C 



Lemme 2.2. 



Un 2-produit dans C devient un produit dans Cat 



Démonstration : Soient X et y deux objets de C Montrons que leur 2- 
produit-fibré X '>( Y dans £ est aussi leur produit fibré dans €at £. 
(a) Le produit de X et y dans €at C est un diagramme 



X xY 

P2 

Y 

Y, 



PI 



X 



tel que pour tout diagramme 



T 



Ql 



X 



92 



Y 
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il existe un unique morphisme </? : T — ^ X x y tel que 

T 




commute. 

(b) D'après la définition de Cat €, cette propriété s'écrit aussi : pour tout 
diagramme 

92 

Y 

il existe un morphisme ip : T — x F et des isomorphismes ai : piip — ^çi, 
«2 : P2'^ q2 



92 





91 






^X X Y 








P2 



Pl 



X 



Y 

Y, 

de plus, le morphisme (p est unique à isomorphisme (non unique, a priori) 
près. 

(c) Par contre la propriété 2-universelle du 2-produit-fibré s'écrit : pour 
tout diagramme 

T^X 

92 

Y 

il existe un morphisme (p : T — ^X x y et des 2-isomorphismes ai : piip — ^qi, 
OLi : V-i'p^q-i 

91 
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de plus, le morphisme </? est unique à unique isomorphisme près, au sens 
suivant : si 

T 




est un autre diagramme comme ci-dessus, il existe un unique isomorphisme 




7 X i<Y 



tel que le diagramme 




soit 2-commutatif, i.e., les diagrammes 



Pli , 



Qi 




et 



P27 , 
P2(p ^P2^ 



Q2 




commutent. 



La condition (c) implique donc bien la condition (b). 



□ 



Définition 2.3. — Soit X un objet d'une 2-catégorie C La 2-catégorie C/X 
des objets de € au dessus de X a pour objets les 1-morphismes f : Y — ^X de 
C, pour 1-morphismes (Y, /) — ^{Z, g) les couples (ip : Y — ^Z, a : gip — ^f) 




9 



et pour 2-morphismes (</?, a) — ^ (■0, P) les 2-morphismes 



Y 



7 Z 



tels que le diagramme 




soit 2-commutatif, i.e., le diagramme suivant commute. 

91 




/ 




Lemme 2.4. — Le foncteur d'oubli 



Y 



transforme les 2-produits en 2-produits- fibres. 

Démonstration : (a) Un 2-produit Y x Z dans (L/ X est un diagramme 



Y X Z 

pi 

V 

Y 



P2 



tel que pour tout diagramme 



T^Z 



91 



Y 
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il existe un morphisme </? et des 2-morphismes ai, «2, 




tels que pour tout autre diagramme 

T- 




il existe un unique isomorphisme 



T 



7 T' 



tel que le diagramme 



soit 2-commutatif, i.e. 




Pli 




Qi 



et 



P27 , 
P2(p ^p2V5 



Ç2 




(b) D'après la définition de C/X, le 2-produit X est un diagramme 



Y 



X 
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tel que pour tout diagramme 



I ^ z 



91 




Y 



il existe (p, ai, «2 rendant le diagramme suivant 2-commutatif, 

T 




et tel que pour tout autre diagramme 2-commutatif 




il existe un unique isomorphisme 



T' 



7 Y ^ Z 



tel que 



Y kZ 



X 



et 




soient 2-commutatifs (mais comme le premier diagramme est contenu dans 
le second, on peut l'oublier). 
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(c) En remarquant que tout diagramme 



T >F 




Z 



définit un diagramme 



T 




Z 



et que réciproquement, tout diagramme 



T — >y 




Z ^X 



définit un diagramme 



T 




Z ^X, 



on voit que le produit fibré Y k Z dans (C/X est un diagramme 



Y^Z^Z 




Y 



tel que pour tout 




Y ^X 
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il existe un diagramme 2-commutatif 




et tel que pour tout autre diagramme 2-commutatif 




il existe un unique isomorphisme 



tel que 




soit 2-commutatif. Mais il s'agit de la propriété 2-universelle définissant le 
2-produit-fibré Y 'k xZ dans €. □ 

Remarque 2.5. — En général, Cat {€/X) 96 {(tatC)/X. Considérons par 
exemple la 2-catégorie C définie par 

OhC^ { X,Y } Ob f)om(y, X) = {a} 
i)om(X, X) = {Idx} Hom(a, a) = {Id„, a} 

^om(y, Y) = {Idy} = Id„ 

Sjom{X, Y) = 0. 
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a 




La catégorie Cat {€./X) a alors a pour seul objet et {Ida, ce} pour mor- 
phismes, alors que {€at €.)/X a a pour seul objet et Ida pour seul morphisme. 

Nous n'utiliserons pas le résultat suivant par la suite. 

Lemme 2.6. — Soit U — un objet d'une 2-catégorie C On a une équiv- 
alence de 2-catégories {€./X)/U a; C/U. 



Démonstration : Notons u : U — ^ X. Nous allons décrire les 2-catégories 
C/U et C/X/U et constater qu'elles sont équivalentes. 

(a) La catégorie C/U a pour objets les /' : F — ^ [/, pour morphismes 
{F, f) {G, g') les (/i : F ^ G, 5 : g' h f) 




et les 2-morphismes 



sont les 2-morphismes 



{h, 5) 

{F,f)^{G, g') 



V G tels que 



g' h g'k 



f. 




commute. 



(b) La catégorie C/X/U a pour objets les (F, / : F — ^X, /' : F — a : 
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pour 1-morphismes {F, f, /', a) — ^ {G, g, g', (3) les {h : F — ^ G, ^ : gh 
f,ô:g'h^f), 




f \ y 9- 
U 



G 



tels que le diagramme 



uj ^ ug h 



f3h 



commute, (on remarquera que la condition définit 7 en fonction de 5, on peut 
donc voir un 1-morphisme comme la donnée de /i et 5 tout seuls) et pour 
2-morphismes 



{F, /, /', a) 



V 



{G, g, g', (3) 



gh ^ gk g n ^ kg 



les F 



V G tels que 




et 



/ 




Ç commutent. 



(c) On définit alors un 2-foncteur 

(t/U t/x/u 



/' 

F^^U 



G 




V G 



f \ / 9' 

u 

g'h-^g'k 




f 



X 

? ^ 

s 



u 



G 





U 



V G 



gh > gk g'h ^ '> g'k 




f 




f 
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Ce 2-foncteur est essentiellement surjectif, car pour tout objet {F, f, f, a) 
de C/X/U, on a un isomorphisme 

^ (Id, Id, a) , , , 

{F, uf, f, Id) ^ ' ' > {F, f, f, a) 

Montrons que ce 2-foncteur est pleinement fidèle, i.e., que l'on a des 
équivalences (et même, en fait, des isomorphismes) de catégories 

[)omc/^((F, /'), (G, ^0) ^ï)om((F, uf, f, Id), (G, ug', g', Id)). 

Tout d'abord les objets, à droite comme à gauche, sont les diagrammes 

h ^ 




D'autre part, à gauche les morphismes sont les 



gh ^gk 



V G 




et à droite ce sont les 



V G 



g'h-^g'k 



I 




tels que 



gh-^gk 




^ commute 



or cette dernière condition est automatiquement vérifiée. 



□ 



3 Interprétation géométrique des revêtements 
d'un champ algébrique 

On note O^amps la 2-catégorie des champs algébriques. Si X est un champ 
algébrique, on note LCF (3ï) X la catégorie des faisceaux étales localement 
constants finis sur X : on sait que cette catégorie est galoisienne (théorème 1.7 
et remarque 1.14) et qu'elle permet de calculer le groupe fondamental profini 
de X. Nous allons montrer qu'elle est équivalente à une catégorie dont les 
objets sont les revêtements étales de X. 
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Définition 3.1. — La 2- catégorie îHet) X des revêtements d'un champ al- 
gébrique X est la s ous-2- catégorie pleine de €ifOtaps/X constituée des mor- 
phismes Y — ^ X étales finis. 



Théorème 3.2. — Soit X un champ algébrique. On a une équiva- 
lence de catégories 

LCFei) X ^€ai 9\ttt X. 



Démonstration : D'après [V], on peut supposer que X = [U/R], où R^:U 
est un groupoïde étale dont la diagonale est quasi-compacte et séparée et 
on peut identifier les faisceaux étales sur X aux faisceaux équivariants sur 
ce groupoïde. Nous regarderons donc les objets de LCF (3f) X comme des 
revêtements étales équivariants du groupoïde R =^ U. 
Considérons alors le foncteur 



( LCF6Ï) X 

F 



Cot DtetJ X 

\FIR\ 



R 



U 



Y 

X. 



(a) Montrons que le foncteur JF est bien défini, 
(al) Le groupoïde R x F^^F est étale. 
(a2) Montrons que sa diagonale R x F =|: F est séparée 
commutatif (mais pas cartésien) 



on a un carre 



(pro, a) 

R X F > F X F 

u 



ix/ 



R 



fxf 

Ux U, 



où 1 X / et (s, b) sont séparés, donc (/ x /) o (pr2, a) — {s, 6) o (1 x /) est 
séparé, donc (pr2, a) est séparé. 

(a3) Montrons que la diagonale RxF^:F est quasi-compacte. Rappelons 
qu'un morphisme de schémas (f : A — > B est quasi-compact si et seulement 
s'il existe un recouvrement de B par des ouverts affines C/j et, pour tout 
i, un nombre fini d'ouverts affines {ViJ)j^J^ de A qui recouvrent (fi~^{Ui), 
i.e., UjeJi ^ ; c'est alors vrai pour n'importe quel recouvrement 



18 



{Ui)i^i par des ouverts affines. On a un carré commutatif 



(pro, a) 

R X F > Fx F 



u 



ix/ 



R 



fxf 

UxU 



dont les morphismes verticaux sont des revêtements étales et le morphisme du 
bas est quasi-compact. Soit (V^) jgj un recouvrement deU xU par des ouverts 
affines et, pour chaque i G /, un recouvrement {Rij)jçj. de {s, b)^^{Vi) 
par un nombre fini d'ouverts affines. Comme 1 x / est quasi-compact, on 
peut recouvrir chaque (1 x f)~^(Rij) par un nombre fini d'ouverts affines 
{Wijk)keKij- D'autre part, comme f x f : F x F — x U est quasi-compact, 
on peut recouvrir chaque (/ x f)~^{Vi) par un nombre fini d'ouverts affines 
{Gii)içL.. Dès lors, les (W^ijfc)jeJi, keKij sont des ouverts affines qui recouvrent 
chaque (pr2, ay^{Gii). 

(a4) D'après le lemme 3.6, on a un carré 2-cartésien 

Ff^[F/R] 



étale 



U 



étale 



[U/R], 



donc le morphisme [F/R] — ^[U/R] est étale, quasi-fini et propre [DM, 4.11]. 

(b) Montrons que le foncteur J-' est essentiellement surjectif. Soit Y — 
un morphisme étale et fini. Le morphisme Y Xx U — est toujours étale et 
fini et on a un morphisme de groupoïdes 

(Y xU)x(Y X U) =^ (Y X U) ^ Y 

X Y X X 



UxU 

X 



V 

^u 



V 

X. 



Mais comme 



(Y xU) X (Y xU) c^U X (Y xU) 

X Y X XX 

~ ([/ X [/) X (y X U), 

X u X 

on voit que la présentation de Y ainsi obtenue est de la forme requise : c'est 
un revêtement équivariant de R =^ U. 
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(c) Pour montrer que le foncteur T est pleinement fidèle, soient F et G des 
revêtements équivariants du groupoïde R^^U. Montrons que l'application 

Homit^[/(F, G) — > [)om[[;/j^]([F/iî], [G/iî])/isomorphismes 

est injective. Soient </?, ip : F — ^G deux morphismes équivariants et 

ip/R 



[F/R] « [G/R] 




un isomorphisme entre leurs images. Si l'on prend la fibre de ces catégories 
fibrées au dessus de F, on obtient un isomorphisme 



{<p/R)f 



[F/R] 




"F [G/R]f. 



D'après la description des fibres d'un champ algébrique quotient [V], cela 
nous donne un isomorphisme 



f T xT Rx F\ 

F U 



2-lim f)om 

surjectif et étale 




(TxT RxG\ 

F U 



F ) 



2-lim l)om 

T^F 

{■>P/R)f surjectif et étale 



G ) 



La catégorie de gauche possède un objet particulier, correspondant au mor- 
phisme canonique F — ^ \FIK\ : regardons son image 7 par ap. C'est un 
2-morphisme de groupoïdes 



F 



R X F==^F 
u 



RxG =^ G. 

u 
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Pour tout schéma VF, on a donc un 2-morphisme de groupoïdes 

=^ Rom{W, T) 



Hom(iy, T) X Hom(14/, T) 

Hom(W^, F) 



Hom(iy, R) X Hom(Vr, F) 

Hom(W, U) 



W 

Hom(iy, R) X Hom(iy, G) 

Hom(VF, [/) 



Hom(W, 7). 



Hom(iy, F) 



Hom(W,¥3) 



Hom(Ty,i/') 



YY 



:*Hom(iy, G). 



D'après le lemme 3.4, on a donc Hom(l^, </?) = Hom(W, ■0) pour tout VF, 
donc ip = ip. 

(d) Montrons que l'application 

Homit^c/(F, G) — ^[)om.p/jij{[F/R\, [G/iî])/isomorphismes 

est surjective. Soit donc 




un morphisme de champs au dessus de U/R. D'après le lemme 3.6, on a un 
carré 2-cartésien 

F—^F/R 



G ^G/R. 



Comme dans le diagramme 



F/R 



F X F^^F 

F/R 



G X G^^G ^G/R, 

G/R 

il existe une flèche en pointillés (qui fasse tout commuter), à savoir 
F X F -F X F^G X G, 

F/R G/R G/R 

le morphisme ip : F — ^G est bien équivariant et son image est bien (isomorphe 
au) morphisme {(f, a) dont on est parti. □ 
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Remarque 3.3. — Soient il — [R^lU) un groupoïde dans la catégorie des 
ensembles et (F, tt : F — ^C/, a : R Xu F — ^F) un ensemble iX-équivariant. 

R XuF^^F 



R^^^U 

b 

Cet objet équivariant définit un groupoïde ^ = {R Xu F^:F), dont les 
morphismes source, but, unité, inverse et multiplication sont respectivement 

F RxuF . j RxuF RxuF 

^'■^ f ^ (Id.(/), /) '^l {^,f) ^ {cp-\ a{ip, f)) 

{ iRsX.F)pr,Xa {RsX.n^RsXbRsX.F , X, F 

U F U U U U 



m : < 



(Va a{v, /), V, f) I ^ (Va 9?: /) I " (V' o /)• 



On remarquera que ^ — ^ii est un revêtement de groupoïdes. Le., pour 
tout objet / G Ob 5, on a une bijection 

{ flèches de 5^ partant de / } — ^ { flèches de (J5 partant de 7r(/) } 
/ a{ip, f) ^ tt/ 7ra{(p, f) . 

En particulier, le foncteur ^ — >il est fldèle. 

On remarquera aussi qu'un morphisme d'ensembles équivariants induit 
un morphisme de groupoïdes. 



Lemme 3.4. — Soient il = (R — r U) un groupoïde (dans la catégorie 
des ensembles), F et G des ensembles il- équivariants, qui définissent des 
groupoïdes ^ = {R Xu F =|: F) et & = {R Xjj G =^ G) comme dans la 
remarque précédente. Soient T un ensemble et h : T — ^ F une application, 
qui définit un groupoïde % — (T x pT — ^ T) et un morphisme de groupoïdes, 
encore noté h, % — ^ 5^. Soient enfin ip et ijj : F — ^ G deux applications 
équivariantes. S'il existe un 2-morphisme de groupoïdes 7 : (ph — ^iph 
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tel que le diagramme 




soit 2-commutatif, i.e., — Idgiph — IdgV/i' alors ip — ijj et ^ — Id. 
Démonstration : La situation est la suivante. 




On regarde T, G et F comme des catégories. Soit x & T. Considérons le 
foncteur g et plus particulièrement l'application 



}iomG{(phx, tphx) 
^ \ {oi : (fhx — ^ ijjhx) 



Hom[/(//ia;, fhx) 
{ga : fhx^fhx). 



En particulier, l'image de 



est 



7a; : (fhx — ^ iphx 



gix ■ fhx fhx. 



Mais comme gf7 = Id, on a g'')^ = ^àf^x- D'autre part, comme le foncteur g 
est fidèle d'après la remarque 3.3, on a 7^; = Id^çh^ et iphx — iphx. □ 
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Remarque 3.5. — En particulier, pour T — F et h — Id, le lemme nous 
dit que les seuls 2-morpliismes de groupoïdes ^ — ^0 au dessus de il sont les 
identités. 



Lemme 3.6. — Soient X un champ algébrique, R^^U une de ses présen- 
tations et {F, 71 : F — ^ U, a : R Xu F — >■ F) un revêtement équivariant de 
R^:U. On a alors un carré 2- cartésien 



[F/R] 



U 



Démonstration : (a) Commençons par démontrer que l'on a un tel carré 
2-cartésien dans la 2-catégorie des groupoïdes si R =^ U est un groupoïde et 
F un ensemble équivariant. Le 2-produit-fibré {F/R) x u/rU a pour objets 

i^{f,u,j)eFxUxR : 7 e Rom{u, n{f)) | 

et pour morphismes 
Hom((/, u, 7), (/', u', 7')) 



u 



{(p, ip) e Hom(îi, u') X Hom(/, /') 



{ {if, e Hom(M, u') X Hom(/, /') : (f = Id, 

^^{x,f)eRxF, a{x, î) = /' et X7 = V } 

{X^R ■■ u^u', s{x) = /, «(x, /) = /' et X = iT^ } 

* si w = m', a(7'7"\ /) = /' 

(et s(7'7^^) = 7r(/), mais c'est automatique) 

sinon 

On constate qu'il s'agit d'un ensemble muni d'une relation d'équivalence : 
(/, u, 7) ~ (/', u\ i) ^ a{ir\ f) = f. 
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On remarque que tout élément (/, u, 7) est équivalent à un élément de la 
forme (/', n{f), Id) : 

(/, u, 7)~(«(7-\ /), vr(«(o-\ /)), Id). 

D'autre part, deux élément de la forme (/, 7r(/), Id) sont équivalents si et 
seulement s'ils sont égaux. On a donc 

F/R k U ^ F. 

U/R 

(b) On peut supposer X = [U/R]. Soit maintenant T un schéma. Nous 
allons montrer que le carré 

- [F/R]t 



V 



est 2-cartésien en exhibant une équivalence de catégories 



Ft^Ut X [F/R]t. 

[U/R]t 



Mais d'après [V], 



[U/R]t = 2-\im\ U / R]t'^t 



OÙ [U/R]t'^t = i)om 



/T' xT' R\ 



\ r 



Nous allons donc simplement montrer que l'on a un carré 2-cartésien de 
groupoïdes 

Ft'^-T ^ [F / Ri\T'^-T 



■ Xt' 



OÙ Ft'^t et Ut'^t sont des ensembles 

Pour cela, il suffit de montrer que le groupoïde 



/T' xT' R\ 



Gi — Ut'^t / Rt'^t '■ i)ovx 



\ T' 



w 



={)om 



RJ 



(T xT' 

T 



w 
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qui apparaît dans (a) est équivalent à 



( r xT' R\ 



G2 — Xt'^T — f)OtTl 



T 



w 



et d'appliquer (a). 

A un objet du premier groupoïde, Gi, i.e., à un morphisme de groupoïdes 



T X T' T' 

T 



U- 



u 



on associe un objet du second, G2, par composition 



T' X V T' 

T 



U 



I 

R 



Cette application (entre les ensembles d'objets de nos deux groupoïdes) est 
bijective car les seuls morphismes du groupoïde 



T' X T'^T' 

T 



sont les identités et un morphisme de groupoïdes 



T' X T' T' 

T 



R 



U 



préserve les identités et se factorise donc par 



T X T' =^ T' 

T 



U 



U- 



R 
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Regardons maintenant les morphismes de nos groupoïdes. 



[v xv =^ r v X T' =^ r \ 



HoniG^ 



V u 



u 



T X V r T 

T 



<x tels que sa — f et ba — g 



R 



R 



T' X r =^ T' 

T 



R 



jl tels que sa — f et ba — g 

b 



R 



n 



( T' xT' =^ T 

T 

f 

n 

R -^ U 



tels que sa — f et ba — g 



/T' xT' =^ T' T' X T' =^ T' \ 



Hom, 



G2 



f 



R 



□ 



4 Théorème de Van Kampen 

Nous rappelons le théorème de Van Kampen tel qu'il est présenté dans 
[G] ou [SGAl, IV. 5], avant de le traduire dans un langage plus concret en 
termes de carré cocartésien de progroupoïdes. 

Définition 4.1. — Soit T : 5^ — une catégorie flhrée et Lp : X — un 

morphisme de £. On note pi et pij les différentes projections : 

XxXxX ^ X X X X Y. 

Y Y Y P2 

P23 
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La catégorie des données de descente pour relatives à(p, notée 'Dtsc(p, 
a pour objets les (F, a), où F G Ob^^^x est un objet de ^ au dessus de X et 
a : pIF — ^P2F est un isomorphisme au dessus de IdxxvX tel que 



PÎ2", 



P*12PlF 




P*2ZP*2F 



Pl3" 



et dont les morphismes {F, a) 
dans tels que 



- {F', a') sont les morphismes f : F — ^ F' 
plF^^p*F 



plF'^p*F'. 

Remarque 4.2. — Soit F : ^ — ^€ une catégorie fibrée et (p : X — un 
morphisme de C D'après [SGAl, IV. 5], on a une équivalence de catégories 



X)tsc(p Ri 2-lim dx^dxxx 



'■dxxXxX 

Y Y 



OÙ le 2-système projectif est défini par : 

(i) trois catégories 5^^, ^xxx et ^xxxxx ! 

Y Y Y 

(ii) des foncteurs entre ces catégories 



Pl 

P2 



XxX 



XxXxXi 

Y Y 



{m) des 2-isomorphismes 



Pl^ Y . Pl2 



P2 



ei 

XxX 

Y 



^XxXxX 

Y Y 



PÎ3 



>XxX 

Pl^ Y ^ Pl2 



P2 



62 ^ 



XxXxX 

Y Y 



P23 



XxX 

Y 
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^ '^XxX 



pi^ ^ ^ph 



XxX- 

Y 



Définition 4.3. — Soit T : 5^ — une catégorie fibrée. On dit qu'un 
morphisme ip : X — ^ Y de C est un morphisme de descente effective si 

le Joncteur 

F ^ {ip*F, plip*F^{p,iprF = {p2ipyF^p;ip^F) 
est une équivalence de catégories. 

Théorème 4.4. — Un morphisme couvrant (f : X dans un topos 
est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée 
associée au pseudo-foncteur 




Démonstration : Voir [G]. □ 

Corollaire 4.5. — Un morphisme couvrant (f : X — * dans un topos ^ 
est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée associée au 
pseudo-Joncteur 

T ^ ^hC^/T respectivement l T ^ SLCF ^/T 
J ^ J* ( J ^ J*. 

Démonstration : Il suffit de remarquer que 

(SLC ^)/X~SLC(^/X) 

~SLC2)esc((^, ^Z-) 

et de procéder de même pour le cas de SLCF. □ 
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Proposition 4.6. — Soit ^ un topos, U et V des objets de ^ tels que 
if : UH-V — ^* soit couvrant et que U xU U etV xV c^V . On a alors un 
carré 2-cartésien de catégories et de Joncteurs « image réciproque » de topos, 



srjv — ^srju X V. 

Démonstration : On sait déjà que ^ ~ 2!)e5C(/7 : nous allons expliciter la 
catégorie S)e5C</9 des données de descente et voir que cette description est 
la même que celle du 2-produit fibré S/' jU x^^ju-^y S' jV : on pourra alors 
conclure grâce au théorème 4.4. Une donnée de descente relative à / est la 
donnée de 

- Un objet de ^/C/Iiy, que l'on peut écrire F II G, où F et G sont des 
objets de jU et ,^ jV respectivement; 

- Un isomorphisme Q : p\{F^G) — ^p\{F II G) tel que 

ç*(FnG) 

V\l6 / \ P23^ 



Or, on peut écrire Q sous la forme 

F\uxU II F\uy.V II G\uy^y II G\yy^y II G\uy^y II F\u^y II G, 

z.e., puisque F\uy_u — F\u — F et G\yxv — G\y — G, 

FUF\uy,vUG\uy<vUG^FUG\uy<vUF\uy,vUG. 
Une donnée de descente est donc la donnée d'isomorphismes 



■G\u 



tels que 



G ^ G, G|j/xy ^ F\ 



G 

5 / \ 5 



F G 



G\uxv 

/S X \ 7 



G Fie; 



xV a ^ \UxV, 
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i.e., a — Id, 5 — Id, 7 = /S"^. On expliciterait de même les morphismes de 

données de descente. En définitive, la catégorie des données de descente est 

équivalente à la catégorie des {F, G, P), où F et G sont des objets de ."T /U 

et £^ /V et (3 est un isomorphisme F\uxv — ^G\uxv '■ c'est exactement la 

description du 2-produit fibré x ^/V. □ 

âr/UxV 

Corollaire 4.7. — Soit £^ un topos, U et V des objets de ^ tels que 
if : UYi-V — 3-* soit couvrant et que U xU U etV xV . On a alors un 
carré 2- cartésien de catégories et de morphismes image réciproque de topos, 

SLC > SLC 3r/u 

SLC £r/V ^ SLC ^/U X V. 

Démonstration : Comme SLC(=^/X) = (SLC=^)/X, il suffit d'apliquer le 
résultat précédent à SLC □ 

Corollaire 4.8. — Soit ^ un topos, U et V des objets de ^ tels que 
(/?:[/ n y — > * soit couvrant et que U x U U etVxV^V. Soient 

^ Puxv un ensemble de points-bases de ^ jU x V, au moins un dans 
chaque composante connexe; 

- Pu un ensemble de points-bases de ^ jU , comprenant les images des 
éléments de PuxV, o-vec au moins un point dans chaque composante 
connexe ; 

- Py un ensemble de points-bases de ^ /V , comprenant les images des 
éléments de PuxV, c-vec au moins un point dans chaque composante 
connexe ; 

- P un ensemble de points-bases de ^ comprenant les images des élé- 
ments de Pu et Py avec au moins un point dans chaque composante 
connexe. 

On a alors un carré 2-cocartesien de progroupoïdes fondamentaux, 
7ri(^, P)- 7ri(=^/C/, Pu) 

A 



7ri(^/V^, Pv)^ 7ri(^/[/xV, Pi 



UxV 
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Démonstration : On a un carré 2-cartésien 

SLC £r > SLC 3r/u 



SLC ^/V ^ SLC ^/U X V, 

qui peut s'écrire 

QStti^ -«BttiC/ 



miTiV -Q57ri(C/ X V) 

où, pour simplifier, on a noté 

TTi^ = 7ri(^, P) 
7rif/ = 7ri(^/[/, Pc;) 

7ri\/ = 7ri(^/\/, Py) 
7ri(t/xy)=7ri(=^/t/xl^, P[,xy). 



D'après les choix de points-bases que l'on a effectués, ces morphismes provi- 
ennent de morphismes de groupoïdes 



TTi^^ TTiC/ 



TTiV^ 7ri(C/ X V). 

Remarquons que, pour tout groupe tt, on a QStt ~ [)Oxn{n, (Sus). On a donc 

y TTiiUxV) ) 7ri(!7xy) 

f« [)om(7rit/, (Hns) [)om(7riV, Êns) 

nom 

SîTiCc/xy) 
^ SLC^ 



Donc, 



7ri(^, P)«i7ri(^/C/, P^) ^^^^^i^ 7ri(^/\^, Py). □ 

7ri(^/[/xy, P(7xv) 
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Nous allons maintenant voir que dans certains cas, cette 2-somme amal- 
gamée peut se calculer comme une 1-somme amalgamée. 

Lemme 4.9. — Soient des morphismes de groupoïdes 

b 

B 

qui établissent des bijections entre les ensembles d'objets. La somme am- 
agamée A*c B est aussi une 2-somme amalgamée. 

Démonstration : Nous allons montrer que A *c B vérifie la propriété 2- 
universelle d'une 2-somme amalgamée. Considérons une présentation de cha- 
cun de ces groupoïdes 

A = {{ai)i(zi; {ri)i(.r) 

B = {{bj)jej; {si)ieJ') 
C = {{ck)keK', (ti)ieK') 

A*B = (^iai)ia, {bj)jej; {ri)ia', (sjW', («(cfe)&(cfc)"^)^g^) 
et un carré 2-commutatif 

C^^A 




B^D. 
Montrons qu'il existe un diagramme 




On peut définir le morphisme h par 

h(x)^f(x) sixeObC = ObA 

h{ai) = /(oj) sii e I 

h{bj : X — ^y) — ayg{bj)a~^ si j G J. 
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C'est bien défini, car les relations h{ri) — Id (pour i G /') et h{sj) — Id 
(pour j G J') sont vérifiées car elles le sont dans A ou S et les relations 
h{a{ck)) = h{b{ck)) (pour k G K') sont vérifiées car a est une transformation 
naturelle : 

X g[x) >/a; 



gbck 



y 



gy 



Y 

fy- 



ay 

On peut définir a' et (5' par (5' ~ Id et a!^ — (pour x G OhB 
On obtient bien un diagramme 2-commutatif, i.e., 



ObC). 



gh 



ha 



a'b 



hb'b 



ha' a. 



Considérons un autre diagramme 2-commutatif {h', P, 7), 

b 




On veut montrer qu'il existe un unique 

h 

A*B s D 

c --.JL^ 
h' 



tel que 



ha' ^° > h' a' 




et 




hb' 

Sb' 

h'b' 



commutent. 



Si un tel 5 existe, on a nécessairement, pour tout objet x de A, 7^, o 5a'x — 
Ida;, ^-e-i ^a'x = Ix'^ ; or, comme a' est une bijection sur les objets, on peut 
identifier x et a'x et écrire 



Ix 
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Ceci montre que 5 est unique. Vérifions que 5, ainsi défini, est une transfor- 
mation naturelle : il s'agit de montrer que pour tout morphisme ip : x — ^ y 
de A *c B, on a 



X 



y 



hx h'x 



î.e. 



fx < '^^ h'x 

hif h'tp 
Y Y 

fy h'y. 



Il suffit de l'établir pour les générateurs Oj et hj de A *c B. D'une part, on a 
bien 



71; 



h'x — h'a'x 

h'ai=h'a'ai 



fy h'y = h'a'y 



car 7 est une transformation naturelle. D'autre part, comme le diagramme 
{h', P, 7) est 2-commutatif, i.e., 



gbx 



fax 



h'h'hx = h'a'ax, 
et comme (3 est une transformation naturelle, i.e., 



gbx 

gbj 



^h'h'hx 



h'bi 



gby h'b'by, 



on a bien 



gbx ^ fax ^ n a ax 

gbj 

Y 

gby fay h'a'ay ■ 



h'b'bx 



h'bi 



h'b'by. 



Par conséquent, 7 est bien une transformation naturelle. Enfin, on a 



ha'^^h'a' 

7 



Id 



7 
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par définition de 5 et montrer 



gr^hb' 

5b' 

h'b' 




se ramène à établir 




h'b'x = h'ax 

qui n'est autre que la 2-commutativité du diagramme (h', (3, 7). 



□ 



Remarque 4.10. — Le même résultat s'étend à des j)rogroupoïdes : on peut 
écrire A = " lim'\f^j^ Ax, S = " lim"A6A Bx et C = " lim";^^^ C'a et reprendre 
la même démonstration, en rajoutant « pour A ^ Aq », « pour A ^ Ai » ou 
« pour A ^ sup{ Aq, Al } » un peu partout. 



Corollaire 4.11. — Soient un topos localement connexe, U et V des 
objets tels que U HV — > * soit un épimorphisme et tels que U x U c:::^ U 
etV xV V. Soit P — {pi : €ns — ^SLC un ensemble de points- 

bases de U X V, tel qu'il y ait au moins un point dans chaque composante 
connexe de U x V , U , V et * . On a alors un carré cocartésien de groupoïdes 
fondamentaux 

TTii^/U X V, P) -7ri(^/t/, P) 



^li^/V, P) 



7ri(=^, P). 



5 Théorème de Van Kampen pour les champs 
algébriques 

Nous allons maintenant appliquer le corollaire 4.11 au topos Sf) X des 
faisceaux étales sur un champ algébrique X. 

Théorème 5.1. — Soient X un champ algébrique, U et V des sous- 
champs ouverts tels que X ^UUV et P ^ {pi : (Bns — ^SLCF 6J) X)i^i 
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un ensemble de points-bases de U ^ xV, avec au moins un point 
dans chaque composante connexe de U k xV , U, V et X. On a alors 
un carré cocartésien de progroupoïdes, 

7ri(C/ny, P) -7ri(C/, P) 



7ri(X, P). 



Démonstration : Comme U — est un sous-champ om'ert, c'est un objet 
de X'-,^, auquel correspond un préfaisceau représentable U, objet de ©[) X'-,^. 
Montrons que U x U U dans ©f) X. D'après le lemme 5.2, on a 



X 



U dans €t)amps 



donc, d'après le lemme 2.4, 

U kU dans CfjCUttps/X 

donc, d'après le lemme 2.2, 

U xU dans €at{€t)avap$/X). 

Or, X'^^ est une sous-catégorie pleine de €at{C\)ampS / X) , donc 



UxU^U dans X'^^ 



donc 



UxU^U dans 6f) 
donc (puisque le plongement d'Yoneda est exact à gauche), 

Ù xÙ c^Ù dans 61) X'^^. 

On peut maintenant appliquer le corollaire 4.11 au topos 61) X'^^ et aux 
objets UeiV qui vérifient bien U x U ~f7 etKx\/~\/etf7nV^ — > * 
est un épimorphisme (car la famille {U — > *, V — > *) est couvrante, donc 
{U — V — aussi). On a donc un carré cocartésien de progroupoïdes 

7ri(6ï) X'JÙ X V, P) ^7ri(6[) X'JÙ, P) 



7ri(6[) X'JV, P) 



7ri(6f)X^„P) 
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Les lemmes 5.3 et 5.4 montrent que 61^ X'^i/U ^ 61^ U'^^ et 6f) X'^^/V 
©[) T^t '^ d'autre part, d'après les lemmes 2.4 et 2.2 et comme le plongement 
d'Yoneda est exact à gauche, 



donc 



U xV p^U ^V, 

X 



Finalement, on a un carré cocartésien de progroupoïdes 



^i(<3ï) VL, P) 



7ri(6f) P). 



□ 



Lemme 5.2. — Si i : U — est un sous-champ d'un champ algébrique, 
alors U KiU ^ U. 

X 



Démonstration : Le sous-champ i : U — ^X est une sous-catégorie fibrée. La 
fibre au dessus d'un schéma T de la catégorie fibrée U ^ xU a pour objets les 
(/, g, a), où f e U{T), g e U{T) et a e Homx(r)(ï/, ig) = iiomu(T){f, g), 
i.e., les diagrammes 

/ 



T 



" U, 



et les morphismes (/, g, a) — ^ (/', g', a') sont les {ip, ip) où 

/ if ig g 









Y 



if'^ig' 

Mais tout (/, g, a) est isomorphe à (/, Id/, /) : 



g'- 



Id/ 



Id/ 



g 



g 



f f^f f- 
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D'autre part les morphismes (/, /, Id) — ^{g, g, Id) sont les (</?, ip) tels que 



9 9-^9 g, 



i.e., tels que (p — ip. Cela donne une équivalence de catégories 

Ur^{ulu) 



□ 



Lemme 5.3. — Si U — ^ X est un sous-champ, on a une équivalence de 
sites X'jU^Ui,. 

Démonstration : (a) Les objets de U'^^ sont les t : T — et les morphismes 
(T, t)^{T', t') sont les {f :T^T',a: t'f^t), 




f 



t'f^^t'f 



modulo les T 



e T' tels que a' 

Y 

/' t. 

(b) Les objets de X'^^/U sont les (T, s : T — ^X, t : T 



■U, (3 : ut — 3- s) , 




s't^s't' 



modulo les T 



f U tels que 



/3' et les morphismes (T, s, t, 
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{T', s', t', P') sont les {f : T ^T' , a : t' f ^t, -f: s'f^s) tels que 

/ 

1 

/ 



T 



r 





X 




i.e., j — (5a(5 



-1 



s'f s'f 



modulo les T 



de a. 



T' tels que ^ 



/' 



et modulo un choix différent 



(c) Nous allons montrer que le foncteur suivant est une équivalence de 
catégories. 



T 



T 



U 
T 



x'ju 




* \- / t' 

u 



(d) Il est essentiellement surjectif, car tout objet (T, s, (3) est isomorphe 
à un objet de la forme (T, ut, t, Id) par l'isomorphisme 

{T, s, t, P)^^'^iT,ut, t, Id). 

(e) Montrons maintenant qu'il est pleinement fidèle. Soient donc (T, t) et 
(T", t') des objets de C/^^. Montrons que l'application 

Hom((T, t), (T', t')) Hom((T, ut, u, Id), (T, ut', u, Id)) 

(/, a) ^ (/, a, ua) 

est bijective. La surjectivité est imédiate, car tout morphisme (/, a, 7) est 
l'image du morphisme (/, a), car 7 s'exprime en fonction de / et a. Pour 
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l'injectivité, il suffit de remarquer que a est entièrement déterminé par la 
donnée de f et ua : si 





Y 

X 



Y 

X, 



alors a = a', car le foncteur f)Otn(T, U) — ^{)om(T, X) est pleinement fidèle, 
car U est un sous-champ. 

(f) Enfin, il s'agit d'une équivalence de sites, car les topologies sont 
définies de la même manière : les familles étales surjectives (ce sont les mêmes 
dans X'^^/U et C/^J sont décrétées couvrantes. □ 

Lemme 5.4. — Soit U — ^X un sous-champ ouvert et U le faisceau étale 
sur X correspondant. On a une équivalence de catégories SJ) X^^jV ~ ©f) ^7ét- 



Démonstration : 



61) X'^^/U d'après le lemme 1.12 

&^{X'JU) d'après [SGA4, III.5.4] 

©I) d'après le lemme 5.3 

©f) t/ét d'après le lemme 1.12. 



□ 
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